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一、数学机械化的历史背景——脑力劳动机械化 

Norbert Wiener 在他的名著《控制论》里提到，第一次工业革命是用机器来

代替手，即“由于机器的使用手的价值降低了”。我们可以换一种说法，过去工业

革命时代的特征是用某种机器来减轻甚至代替体力劳动。同样，按照 Wiener 的

说法，现在正在进行的工业革命，是使用某种适当的工具来使得人脑在做某些简

单与规则化决定时的价值降低。我们可以说，新的工业革命时代的特征是用某种

新型的机器来减轻甚至代替某些脑力劳动。简单地说，过去的工业革命是体力劳

动的机械化，现在正在进行的工业革命是脑力劳动的机械化。 

脑力劳动机械化的思想，并不是在有了计算机以后，或者在 Wiener 提出来

以后才有的。事实上这种思想在很早的年代就已经有了。M. Kline 在他的名著《古

今数学思想》中提到了 Descartes 关于脑力劳动机械化的思想。他说：“Descartes

认为，代数应该可以把数学机械化，使得思维变得简单，不需要再让头脑费很大

的力气。数学的创造也极可能成为自动的。… 甚至逻辑原理和方法也可以被符

号化，并且整个系统都能被用来把所有的推理过程机械化。” Leibniz 也有同样的

想法。Kline 在其书中讲到：“代数可以将几何推理符号化甚至机械化，这种力量

使 Descartes 和 Leibniz 印象深刻。…，Leibniz 开始了一个更加雄心勃勃的计划。… 

Leibniz 对于一种广义计算（broad calculus）的可能性产生了兴趣，这种计算可以

使人在所有的领域都能机械地、不费力地进行推理。… 一般的科学可以提供用

于思考的通用语言，各种概念…可以用机械的方式结合起来”。  

历史上已经有许多用某种方式减轻甚至代替脑力劳动的尝试。我们可以举些

例子。第一个例子就是 Napier 创造了对数。利用对数可以将对于脑力劳动来说

比较费劲的乘法、除法变成对于脑力劳动来说相对比较简单的加法、减法。第二

个例子是，Descartes 在他 1637 年的名著《几何学》中提出了一些几何代数化的

想法。就是引入后来所说的坐标系，它使得对于脑力劳动来说比较艰难的几何推

理变成脑力劳动相对轻微的代数计算。第三，Pascal 和 Leibniz 相继在十七世纪

制造了一些计算机器。Pascal 用这些机器来进行加法运算，把加法这种脑力劳动

完全用机器来代替。而 Leibniz 改进了 Pascal 的机器，使其既能做加法又能做乘

法。这是用机器来代替脑力劳动的创新。Leibniz 用拉丁文写了一篇文章来介绍

他的机器是怎样使用的，后来被人翻译成英文。他在这篇文章中说：“一个出色



的人像奴隶一样把时间浪费在计算的劳动上是很不值得的。如果有了机器，这种

工作可以放心地交给任何人。” Leibniz 的意思是不要把时间浪费在加减乘除这样

烦琐的脑力劳动上，只要靠机器自动做就可以了。当然我们也可以推而广之，加

减乘除可以这样做，别的脑力劳动也可以这样做。 

脑力劳动机械化从 Descartes 和 Leibniz 提出比较笼统的想法以来，有了如下

进展：首先， Boole 创立了现在所说的 Boole 代数，他把思维在某种程度上形式

化，用代数形式加以描述。这是一个很大的进步，比起 Leibniz 和 Descartes 的想

法至少有了某种程度的数学化。在 19 世纪至 20 世纪，两位数学哲学家，A.N. 

Whitehead 和 B. Russell，在 1910-1913 年出版了《数学原理》，里面罗列了几百

条数学定理。到了二十世纪，D. Hilbert 正式提出了数学公理化的概念，还创立

了数理逻辑这门学科，特别是在数理逻辑里面创立了证明理论，而且他还提出来

数学本身的相容性问题。Hilbert 在最后的若干年尽力来证明数学是相容的，是不

会产生矛盾的。 

前面都是理论方面的进展，在实际应用方面，J. Herbrand 创立了一种可以用

来证明任何定理的算法。可是这一算法是不完全的，因为照此算法进行下去，不

能保证可以在有限步骤之内结束证明。这种算法提供了一种进行推理的途径，任

何定理都可以根据这种推理方式一步一步进行下去。假定在有限的步骤之内结束

了，定理就被证明了。如果不能在有限步内结束，就不能得出结论。因此这种算

法是不完全的。但是它提供了一种方法，可以使推理过程实现一定程度的自动化。

因为 Herbrand 在数学的逻辑推理方面提供了一般的方法，所以后来美国能源部

Argonne 实验室的一些教授提出建立 Herbrand 奖来纪念他在这方面的贡献。1931

年，奥地利数理逻辑学家 Goedel 发表了一篇论文，向 Hilbert 的计划泼了一盆冷

水。Hilbert 想证明数学是圆满无缺的，是相容的，不会出问题。Goedel 说不见

得是这样。他提出了不完全定理，说有些逻辑系统和有些定理，尽管我们知道是

对的，可是不一定能够证出来。结果使得 Hilbert 数学圆满无缺的想法彻底破产。 

以上这些结果都是反面的，Herbrand 的工作算是比较正面的，但是并不能够

提供任何真正有效的证明方法。1950 年，波兰数学家 A. Tarski 发表了一篇文章，

证明初等代数和初等几何定理可以用一种算法来证明或否决。这是完全正面的一

个结果，可以给出一个算法证明或否定代数和几何定理。也正因为这个结果，

Tarski 计划制造一些类似计算机的逻辑证明机来进行几何和代数定理的证明。这

当然是非常了不起的，可是他的算法复杂到了一定程度，不要说当时的计算机，

就是现在的计算机，恐怕也不能用他的方法得出有意思的结果来。在 Tarski 之后，

70 年代美国进行了许多试验，用 Tarski 的办法来证一些几何定理。他们能够证

出来的最复杂的一个定理是：假定有 1、2、3、4、5 五个点，知道 1、2、3，1、



2、4 和 1、2、5 分别在一条直线上，结论是 3、4、5 在一条直线上。这个定理

在我们看来就像没有说一样。所以说 Tarski 的算法在理论上是完美无缺的，可是

在实际上行不通。因为它的过程太复杂了。后来有美国、奥地利等国的数学家把

Tarski 的方法加以改进，增加它的效率。可是到现在为止，用这些改进了的方法

能够证明的定理还是很简单的。 

另一方面，1950 年以来，一些计算机科学家，像 McCarthy、Minsky、Newell

等人，提出了一个想法：是否可以利用计算机进行某种脑力劳动，由此成长起来

一门新的学问——人工智能。这是用计算机来代替脑力劳动的一次成功的尝试。

比如说用计算机来进行翻译、诊断病情、与人下棋，各种专家系统、机器人踢足

球等等。人工智能发展到现在已经五十年了，现在还在进行之中。 

另外，我们还要提到王浩先生的工作。他有一篇关于数理逻辑的很长的文章，

标题叫“Toward Mechanical Mathematics”——我的数学机械化的名称不是我创造

的，正是看到王浩先生的这个文章，联系到我们的工作，于是才有了数学机械化

这个名称。他在文章中提到：“一个应用逻辑的新的分支产生的时机已经成熟，

这个分支可以被称为`推理分析’，它可以像计算数学处理数值那样来处理证明。

我相信这种方法在不远的将来会导致用机器证明很难的新定理。… 适用于所有

数学问题的普遍的判定方法是不存在的，可是形式化看来可以保证让机器做一大

部分工作，而这些工作占据了今天的数学家们的宝贵时间。”可以说，我们做的

数学机械化，正是像王浩先生所说的“推理分析”。它对待定理的证明就像计算数

学对待数值那样，而且在不远的将来可以证明很难的定理。事实上我们的数学机

械化可以说已经做到一定程度了，对几何定理的证明可以说不在话下。我们的方

法也已经推广到微分情形，微分几何定理的证明应该也可以说不在话下，只是我

们的机器设备和软件环境还跟不上。理论上应该可以做到这一步。 

计算机科学大师 D. Knuth 在《计算机科学与数学的关系》这篇文章里说：“所

谓计算机科学说穿了就是算法的研究。算法是把许多知识统一起来的有效途径，

但是算法的研究一直要等到计算机器的出现才可能实现。”Knuth 说，并不是有

了计算机才有计算机科学的。事实上计算机科学在计算机出现的很长一段时间以

前就已经有了。总而言之，计算机科学深深植根于历史之中。先有计算机科学，

然后才有计算机。 

事实上，计算机科学很久以前在古代中国就已经存在了。中国古代的数学是

一种算法形式的数学，其主要的结论不是由定理的形式来表示，而是用算法的形

式表示的。不光在理论上要求知道 why，而且还要知道 how，要知道是怎么做出

来的。我们可以举很多中国历史上的例子。就拿加减乘除来说，加减乘除都是根



据某种算法一步一步进行的，这正是中国古代的传统。很早以前就有加减乘除这

种我们大家现在都很熟悉的算法了，一直流传到现在。这是最简单的算法。还有

很多其他的算法。如解线性联立方程，现在大家都知道高斯消去法，其实在公元

前二世纪《九章算术》里就讲得清清楚楚。高斯消去法出现在高斯的一篇天文方

面的著作中。他要观测行星的运行进行计算，归结到某种线性联立方程。可是这

篇文章因为考虑了特殊的天文方面的计算问题，他的方程组是有特殊形式的，而

我们的《九章算术》是没有任何特殊形式的。总之，古代的中国数学，有以下一

些特色：它重视应用，甚至是高度实用的。它重视计算，是计算性，构造性，也

是算法性的。大部分的重要结果都以“术”的形式表示，而“术”通常相当于现代的

算法。依据它即可编成程序在计算机上实施。依照 Knuth“计算机科学是一种算

法科学”的观点，我国古代数学乃是一种计算机科学。它在进入计算机时代的今

天，其内在的意义与可能的影响更是不言而喻的。 

 

二. 计算机时代中国的数学机械化研究 

由于我国古代数学思想方法与成就的启发，也是为了满足在计算机时代实现

脑力劳动机械化的需要，我们从上世纪七十年代末，即开始从事应用计算机于数

学的研究工作。 

大部分的人， 只要学习过几何的，就会对几何定理证明的艰难曲折有所体

会。几何定理证明自古就被认为是脑力劳动的典型活动，也是自然被选为脑力劳

动机械化最初尝试的问题。在我国古代数学的影响之下，我们于1976之末，对几

何定理尝试寻找机械化的证明方法。为此我首先应用坐标系统，把几何定理转变

为纯代数的形式。经过几个月的艰苦尝试，终于发现了某种算法，足以用代数的

处理证明初等几何中很主要的一部分定理。此后已有成百上千艰深的几何定理，

在计算机上轻而易举地得到了证明，甚至还发现了不少过去未知的新定理。此后

这一几何定理证明的算法式方法，逐渐发展成一般性的数学机械化方法，并以解

多项式方程组为其核心内容之一。 

根据我国古代先哲的思想路线，结合现代数学中的某些技术，我们得出了解

任意多项式方程组的零点分解算法。若以Zero(PS)来表示多项式方程组所有零点

的集合，则所得的结果可用若干个具有特定的三角形式的方程组的零点来表示

Zero(PS)。这些定理足以对特征为零的任意多项式方程组PS=0给出其全部零点或

解答的显式构造。我们关于几何定理的机械化证明方法，实际上是上述解多项式



方程组一般方法的一项具体应用，又一个应用是已知有关系但不知具体形式时确

定其显式关系式。 

上述多项式方程组的解法，也已推广至微分情形。对于所谓代数型微分方程

组DPS=0，也有相应的零点分解定理，足以给出某种意义下的全部解答或零点。

与代数情形相同，这一方法已应用于微分几何定理的机器证明，以及未知微分关

系的自动发现。特别是，我们曾应用这一方法，从观察性的Kepler定理，自动得

出牛顿反平方定律。此外对于物理与各种科学中涌现的各种偏微分方程，用这一

方法已确定其全部孤立子型的解答，取得了很大成功。这里对各种方程用的是统

一的同一方法，而流行文献则对各别方程须用各别的方法，这些方法既曲折艰难，

还往往漏掉一些应有的解答。 

一个投影的复代数簇，通常定义为相应齐次多项式组所有（齐次）零点的集

合。对于投影代数簇，在无奇点的情形，可以通过簇的切丛来定义著名的陈（省

身）类与陈（省身）数。但对于有奇点的情形，则由于切丛不再存在，现在所用

的方法，须要通过艰难曲折的途径来定义广义的陈类与陈数。而且这种方法是无

法计算的。即使在极其简单的情形，也难确定出相应的陈类与陈数来。与之相反，

我们解多项式方程组所使用的方法，可以使我们对有任意奇点的投影簇，都能直

接而自然地引进广义的陈类和陈数。例如在陈数间有著名的Miyaoka丘成桐不等

式。这一不等式只在某种没有奇点的二维复平面上才成立。而用我们的方法，则

对任意维数的超曲面，无论有无奇点，都发现了大批陈类与陈数间的等式与不等

式，而这些关系却只须经过简单的计算即可得出。上述Miyaoka-丘的不等式，只

是一个很极端的特殊情形，且其成立不需要无奇点的限制。 

优化问题或极大极小问题，广泛出现于各种科学与工程技术的领域之中。

无疑它们对我国的经济建设有极其重要的意义。这种问题往往用计算数学的方

法，通过各种逐步收敛逼近来解决。但这样的方法通常只能得出个别且是局部的

优化值。在目标函数与限制条件都是多项式型这种自然界相当频繁出现的情形

时，我们解多项式方程组的一般方法，提供了一种有效手段，足以定出真正最大

或最小的全局最优值来，只要它们真正存在即可。特别是现已受到重视的例如双

层规划的情形，在文献中曾有些具体例子，用我们的方法进行验算，发现文献中

所给出的所谓最优值，事实上并非最优，而与用我们的方法所给出的真正的最优



值相距甚远。 

    以上主要讲了我们在机器证明、代数方程组符号求解、微分方程组符号求解、

实数方程的优化问题方面的工作。我国的研究人员还提出其他的机械化方法。包

括机器证明的几何定理自动发现的代数方法与演绎数据库方法、消点法与

Clliford 代数方法、几何计算的共形代数与零括号代数、几何自动作图方法、机

器证明的数值并行法、实数方程求解的完全判别式方法、差分方程与差分微分混

合方程的零点分解定理、有限域方程求解的零点分解定理、微分与差分方程符号

解的自动求解方法、方程求解的数值－符号混合算法。这些工作扩大了数学机械

化的使用范围、提高了计算效率。 

微分与代数方程求解是基本的计算问题之一。科学与工程中的很多问题往

往自然地导致方程组的求解，因之我们的解方程方法在科学与技术中自然地得到

了广泛的应用。与其他学科交叉研究已经取得进展的问题包括理论物理中著名的

杨-Mills 方程与杨-Baxeter 方程求解、机构学的研究、天体力学中中心构形问题、

化学反应的平衡点计算问题、计算机科学中的自动推理问题与 SAT 问题等。我

们的方法在高科技领域也得到成功的应用，包括计算机辅助设计中的曲面拼接问

题、图像压缩技术、智能 CAD 中的几何约束求解问题、计算机视觉中的 PnP 定

位问题与线画图的识别问题、硬件的正确性验证问题、编码与密码中的某些问题、

机器人中的 Puma 形串联与 Stewart 并联机构的设计与分析。具体请参考本文后

面所列目录。 

依据我们的方法，开发了智能软件平台 MMP，具有独立自主而不依赖于其

他任何同类系统的特性，已经完成，这一系统的核心功能之一，即是我们代数与

微分方程组解法的算法。 

 

三. 数学机械化的未来展望 

人类正在进入崭新的信息时代或计算机时代，它以计算机这一强有力工具

的出现为其特殊标志之一。从 18 世纪以来，人类曾经历过几次工业革命时期，

这些革命可以理解为以体力劳动的机械化为其特色，在来临的时代中，我们将面

对另一种新型的工业革命，它可以理解为以脑力劳动的机械化为其特色。数学是

一种典型的脑力劳动，它被公认为是所有科学技术的基础，同时数学又具有最广



泛的应用性，各种活动都离不开数学的参与。因之在所有的脑力劳动中，数学的

机械化应该有最大的优先权与迫切性。此外，数学又具有表述上清晰，简明，确

切等特点，而其他脑力劳动都很难具有所有这些特点，因此在所有脑力劳动中，

数学应该最容易做到机械化。我们在几何定理证明机械化取得的成功，说明以上

的说法决非虚语。 

我们之所以提出数学的机械化，还是为了迎合在计算机时代实现脑力劳动

机械化的需要。但是，我们现在的数学机械化，还只处于一种初始的阶段，即以

定理的机械化证明来说，我们的成功还只限于很狭窄又不那么重要的初等几何或

（局部）微分几何的范围，然而，数学的各个领域都有它自己的定理证明，它们

的机械化须依赖于这一领域的特有方式，而不必归之于多项式方程组的求解。此

外，从数理逻辑得知，如果所考虑的数学领域范围过大，则这一领域的定理证明

依逻辑学家的辞藻可能是不可判定的，而依我们的辞藻是根本不能机械化的。但

若领域范围过于狭窄，则又可能根本不包含什么在数学上有任何意义的定理。为

此我们曾提出过下面今后需要考虑的规划： 

把数学的全部尽可能用各种领域覆盖起来，使得每一领域既足够小因而机

械化成为可能，又足够大使它能够含有相当多的定理或问题，它们都在数学上富

有韵味。 

就多项式方程组的求解而言，我们所用的是所谓符号计算的方法，与通常

所用的数值计算的方法有根本区别。这种符号计算方法往往导致庞大的多项式，

其项数甚至可远在千百万之上，往往超出了计算机的负担能力。要使我们的方法

在实际上切实可行，看来只有发展一些能结合符号计算与数值计算两者之长的所

谓混合计算方法，而这种方法当然应有严格的数学上的依据。 

当代的数学大体上由微积分发展而来，因之带有某种无限的性质，但计算

机则只能处理有限性的事物，处理的方式也是有限性的，因之数学中处理有限性

的组合数学，在计算机时代中将越来越显得重要，尤其是因为它可处理与国防紧

密相关的信息安全等问题，因而其重要性更显得突出。为此我们应对组合数学的

算法式研究，给予比以往更多的重视。 

我们已经指出如何由 Kepler 的观察定律自动导出牛顿的反平方定律。这提

供了从实验到理论自动发现这一一般方法的一个实例。这一方法应在今后各种科



学领域作出进一步的尝试。 

最后, 我们发展数学机械化的目的不仅仅是为数学研究提供一个有力工具，

更主要的是为我国高技术中的脑力劳动提供工具。我们的方法已经用于自动证明

定理、自动发现物理规律、计算机图形学、智能 CAD、计算机视觉、图像压缩、

机器人、数控等关键技术的研制中。我们还希望加强在这方面的努力，使得数学

机械化方法为我国高技术的发展做出实质性贡献。 
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